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DE´COMPTE DANS UNE CONJECTURE DE LANG
SUR LES CORPS DE FONCTIONS : CAS DES COURBES
AMI´LCAR PACHECO AND FABIEN PAZUKI
Re´sume´. On se donne une courbe X de genre d supe´rieur ou e´gal a` 2 de´finie
sur un corps global de fonctions K en caracte´ristique p > 0 avec p > 2d + 1.
On suppose que cette courbe est non-isotriviale. On se donne un sous-groupe
Γ de J(Ks), ou` J est la jacobienne de X et Ks une cloˆture se´parable de K,
ve´rifiant Γ/pΓ fini. Alors on montre que X ∩Γ est de cardinal fini et borne´ par
un majorant explicite. Ceci ge´ne´ralise un re´sultat de Buium et Voloch.
Abstract. – Let X be a non-isotrivial curve of genus d ≥ 2 defined over a
global function field K of characteristic p > 0 with p > 2d + 1. Let Γ be a
subgroup of J(Ks), where J is the Jacobian variety of X and Ks is a separable
closure of K, such that Γ/pΓ is finite. We show that X∩Γ is finite and provide
an explicit bound on the number of elements in this intersection. It generalizes
a result of Buium and Voloch.
1. Introduction
Soit p un nombre premier et n ≥ 1 un entier naturel. Soit k un corps fini a` q = pn
e´le´ments, K/k un corps de fonctions en une variable et X/K une courbe lisse,
comple`te et ge´ome´triquement connexe de genre d ≥ 2. On dit que X est isotriviale
s’il existe une extension finie l de k, une courbe lisse, comple`te et ge´ome´triquement
connexe X0 de´finie sur l et une extension commune L de l et K telle que X×K L ∼=
X0×lL. Prenons X non isotriviale. D’apre`s un re´sultat de Samuel (prolongeant un
the´ore`me de Grauert [Gra65], lequel traite de corps de fonctions en caracte´ristique
nulle), l’ensemble X(K) de points K-rationnels de X est fini (confer [Sa66]).
Notons par J la varie´te´ jacobienne de X et par Ks une cloˆture se´parable de K.
Soit Γ un sous-groupe de J(Ks) tel que Γ/pΓ soit fini. Dans un article ante´rieur,
sous l’hypothe`se additionnelle que X n’est pas de´finie sur Kp, Buium et Voloch ont
obtenu une borne supe´rieure explicite pour le nombre de points dans l’intersection
X ∩ Γ, ou` X est plonge´e dans J par ı : X →֒ J (confer [BuVo96]). Notons que la
condition queX n’est pas de´finie surKp implique queX ne peut pas eˆtre isotriviale.
Soit (τ, B) la K/k-trace de J . Rappelons que (τ, B) est un objet final de la
cate´gorie de paires (σ,A), ou` A est une varie´te´ abe´lienne de´finie sur k et en notant
AK = A × K on demande que σ : AK → J soit un K-homomorphisme entre
varie´te´s abe´liennes. De plus, il existe une K/k-sous-varie´te´ abe´lienne maximale J1
de J telle que τ : BK → J induit une isoge´nie τ1 : BK → J1. Observons que de
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ce fait, nous concluons que J1 a partout bonne re´duction. Par ailleurs, nous avons
aussi que TrK/k(J/J1) = 0.
Le corpsK est le corps de fonctions d’une courbe lisse, comple`te, ge´ome´triquement
connexe C de´finie sur k.
Soit BC = B×k C, on dit que ce sche´ma abe´lien est un sche´ma iso-constant. Soit
J1/C le mode`le de Ne´ron de J1/K sur C. L’application τ induit un homomorphisme
de C-sche´mas abe´liens τ˜1 : BC → J1. Soit dτ le degre´ de la diffe´rente de τ˜1 (confer
[Ra85, page 203]). Observons que par la remarque 4.3, nous avons dτ ≤ p
2d0 ≤ p2d,
ou` d0 = dim(B) ≤ d = dim(J).
Soit maintenant e ≥ 0 le plus grand entier tel queX soit de´finie surKp
e
, mais pas
sur Kp
e+1
. Notons U la sous-courbe affine de C ou` X a partout bonne re´duction. 1
L’entier pe correspond au degre´ d’inse´parabilite´ de l’application j : U → Md, ou`
Md de´signe l’espace de modules fin des courbes de genre d. Le but de cet article
est d’e´tendre le re´sultat de Buium et Voloch, pre´sente´ dans la section suivante et
de´montre´ dans [BuVo96], au cas ou` X peut eˆtre de´finie sur un corps du type Kp
n
pour un entier n ≥ 1. En effet, on traite le cas maximal, i.e. celui ou` X est de´finie
sur Kp
e
.
Soit EΓ la plus petite extension alge´brique de K telle que les points de X ∩ Γ
soient rationnels sur EΓ. Cette extension est en re´alite´ une extension finie de K
(voir sous-section 5.2). Donc, elle correspond a` un corps de fonctions sur k, et on
note gΓ son genre. Le but de ce travail est de de´montrer le the´ore`me suivant :
The´ore`me 1.1. Soit X une courbe lisse, comple`te, ge´ome´triquement connexe de
genre d ≥ 2 de´finie sur K et non isotriviale. Soit e l’entier naturel tel que X est
de´finie sur Kp
e
mais pas sur Kp
e+1
. Soit Γ un sous-groupe de J(Ks) tel que Γ/pΓ
soit fini. Supposons de plus que p > 2d + 1. L’intersection de X ∩ Γ est finie, de
cardinal borne´ de la manie`re suivante :
#(X ∩ Γ) ≤ CBV · c
e
6, ou`
CBV = #(Γ/pΓ) · (3p)
d · (8d− 2) · (d!),
c6 = 2d · q
gΓ−1+p·c5 ,
c5 = [EΓ : K] ·
(
pe ·
(
d
2
· (2gΓ + fX/C) + p
2d
)
+ d · 24d
2
· fX/C
)
.
Si l’extension EΓ/K est mode´rement ramifie´e, alors on peut remplacer c5 par une
borne c5,t, ainsi que c6 par c6,t, qui ne de´pendent plus de gΓ (voir remarque 7.2).
Si TrK/k(J) = 0, on peut effacer le facteur p
2d. Le terme fX/C est le conducteur
d’un mode`le φ : X → C de X/K sur C (voir le paragraphe 3.5).
Remarque 1.2. La de´pendance en les parame`tres de de´part est partage´e entre les
donne´es relatives au corps de base p, q, g, les donne´es relatives a` la courbe d, e, fX/C.
Le point central ici est le fait qu’on n’impose pas e = 0. La pre´sence du degre´
[EΓ : K], qui de´pend bien suˆr de Γ, mais aussi de X , est peut-eˆtre superflue. C’est
plutoˆt une conse´quence de la me´thode de de´monstration du the´ore`me. Pour passer
de l’hypothe`se de Buium et Voloch [BuVo96], i.e., que X n’est pas de´finie sur Kp
a` l’hypothe`se moins restrictive que X est non isotriviale, on a besoin de faire une
descente par Frobenius en caracte´ristique p. L’un des outils employe´s pour ce faire
1. Rappelons que cela signifie qu’il existe un ensemble fini de points S de C ou` X a re´duction
singulie`re, on prend U = C \ S.
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est un groupe de Selmer qui a besoin d’un corps de rationalite´ des points pour eˆtre
de´fini, dans ce cas EΓ.
Nous fixons un mode`le X/C de X/K sur C. Son conducteur est note´ par fX/C
(voir la section suivante). Comme analyse´ dans la remarque 1.2 page 3 de [PaPa13],
la borne doit de´pendre de fX/C. Le conducteur fX/C de´pend du mode`le φ : X → C
de X/K.
Enfin la borne doit de´pendre de Γ. En effet si (Km)m∈N est une tour d’extensions
se´parables de K et telle que Km reste un corps de fonctions en une variable sur k
a` chaque e´tage m, en posant Γm = J(Km) (qui ve´rifie bien que Γm/pΓm est fini),
on obtient que #(X ∩ Γm) = #X(Km) est fini pour tout m, mais ce cardinal tend
vers l’infini avec m. Pour obtenir de tels Km, il suffit de choisir Km = K(J [ℓ
m]),
l’extension galoisienne de K engendre´e par les points de ℓm-torsion de J , ou` ℓ 6= p
est un nombre premier.
Remarque 1.3. En comparaison avec l’article ante´rieur [PaPa13], la borne pre´-
sente´e ici est plus fine que celle obtenue sur le cardinal de X(EΓ), la diffe´rence se
situant dans la partie de la borne note´e CBV (qui provient de [BuVo96]). Dans le
cas traite´ dans [PaPa13] la quantite´ CBV de´pend du rang de la varie´te´ jacobienne
J de X sur EΓ. Dans le cas pre´sent elle de´pend du cardinal du groupe Γ/pΓ. La
situation pre´sente nous permet ainsi de traiter le cas d’autres groupes Γ sans pour
autant devoir imposer e = 0, hypothe`se qui e´tait faite dans [BuVo96].
La borne pre´sente´e dans le the´ore`me 1.1 permet de plus d’obtenir les bornes des
corollaires 1.8 et 1.10 ci-apre`s.
Si Γ est de type fini, on pourra rendre rationnels un nombre fini de ge´ne´rateurs
de Γ, ainsi EΓ ne de´pendra que de Γ et pas de son intersection avec X .
Remarque 1.4. L’hypothe`se p > 2d+1 est due a` l’utilisation du [HiPa15, the´ore`me
5.3]. Cette hypothe`se a une triple utilite´ dans le travail cite´. D’abord, si A est une
varie´te´ abe´lienne, elle implique que l’extension K(A[ℓ])/K est mode´re´ment ramifie´e
(cette extension est engendre´e par les coordonne´es des points de ℓ-torsion de A,
pour un premier ℓ 6= p, voir [Gr72]). D’autre part elle implique que le conducteur
sauvage de A/K est nul (voir [Se70]). De plus la varie´te´ abe´lienne A a partout
re´duction semi-abe´lienne sur K(A[ℓ]) (voir [Gr72]). Le the´ore`me 5.3 de [HiPa15] se
situe exactement dans ce cadre, car en partant du sche´ma semi-abe´lien universel
(contenu dans une compactification bien choisie de l’espace de modules de varie´te´s
abe´liennes principalement polarise´es avec une structure de niveau convenable), on
construit un mode`le semi-abe´lien ψ : B → C de A/K sur C, dont les diffe´rentielles
sont images inverses de celles du sche´ma semi-abe´lien universel. C’est ainsi que
fonctionne la preuve du the´ore`me cite´ (voir [EsVi02, Theorem 3.1]). Il apparaˆıt
donc difficile de se passer de cette hypothe`se.
Remarque 1.5. Avant de passer aux corollaires, nous attirons l’attention du lec-
teur sur le fait que la section 4 propose la preuve d’une ine´galite´ abc pour les varie´te´s
abe´liennes en caracte´ristique p > 0 qui constitue une ge´ne´ralisation non triviale du
re´sultat ante´rieur de [HiPa15]. Ce re´sultat sera sans doute utile a` d’autres endroits
dans l’e´tude de l’arithme´tique des varie´te´s abe´liennes sur un corps de fonctions sur
un corps fini. Voici son e´nonce´.
The´ore`me 1.6. Soit A/K une varie´te´ abe´lienne non constante de dimension d.
Supposons que p > 2d+1. Soit s¯ le nombre de points ge´ome´triques de C ou` A/K a
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mauvaise re´duction. Alors,
hdif(A/K) ≤ p
e ·
(
d− d0
2
· (2g − 2 + s¯) + p2d
)
+ d · 24d
2
· s¯,
et a fortiori (cf. remarque 3.2),
hdif(A/K) ≤ p
e ·
(
d− d0
2
· (2g − 2 + fA/K) + p
2d
)
+ d · 24d
2
· fA/K .
Si la K/k-trace de A est nulle, on peut effacer le terme p2d de la borne.
Remarque 1.7. Pour un exemple ou` la K/k-trace d’une varie´te´ abe´lienne n’est
pas nulle, nous renvoyons au travail de Moret-Bailly [MB81]. En effet, dans son
exemple d = dim(A) = 2 et d0 = dim(B) = 2, A a partout bonne re´duction sur
k(t) (sans pourtant eˆtre une varie´te´ abe´lienne constante), ou` k est un corps fini,
comme au de´but de l’introduction. Nous avons un sche´ma abe´lien A → P1 qui n’est
pas iso-constant. Pour cet exemple hdif(A/K) = p et e = 1. Donc, le the´ore`me 1.6
nous donne p ≤ p5, ce qui est bien ve´rifie´.
On donne maintenant des corollaires du the´ore`me 1.1. Pour une varie´te´ abe´lienne
A, notons Ators l’ensemble de ses points de torsion et Ap′-tors l’ensemble des points
de torsion d’ordre premier a` p. Si on spe´cialise Γ = J(Ks)p′-tors, on obtient en
corollaire du the´ore`me 1.1 une borne explicite sur le proble`me de Manin-Mumford
en caracte´ristique p, ge´ne´ralisant l’article [Vo91], lequel montrait la finitude (dans le
cas J ordinaire et X non de´fini sur Kp), mais ne donnait pas de borne. Le the´ore`me
1.1 nous garantit l’existence d’une extension finie K ′/K telle que X∩J(Ks)p′-tors ⊂
X(K ′). Soit g′ le genre de K ′.
Corollaire 1.8. Soit X une courbe lisse, comple`te, ge´ome´triquement connexe de
genre d ≥ 2, non isotriviale, et de´finie sur Kp
e
mais pas sur Kp
e+1
. Supposons de
plus que p > 2d+1. Le nombre de points de p′-torsion de J(Ks) qui sont sur X est
fini et borne´ par :
#(X ∩ J(Ks)p′-tors) ≤ (3p)
d · (8d− 2) · (d!) · ce8, ou`
c8 = 2d · q
g′−1+p·c7 , et
c7 = [K
′ : K] ·
(
pe ·
(
d
2
· (2g′ + fX/C) + p
2d
)
+ d · 24d
2
· fX/C
)
.
Si l’extension K ′/K est mode´rement ramifie´e, on peut se passer du genre g′ de K ′
dans les formules ante´rieures (voir remarque 7.2). Si la K/k-trace de J est nulle,
on peut effacer le terme p2d de la somme ante´rieure.
De´monstration. Il suffit de borner l’intersection par le the´ore`me 1.1 applique´ a`
Γ = J(Ks)p′-tors, lequel ve´rifie Γ/pΓ = {0}. 
Remarque 1.9. Pour la finitude de l’intersection J [p∞]∩J(Ks), voir les re´sultats
(valables ge´ne´riquement) de l’article [Vo95] section 4 page 1092.
On donne ensuite un autre corollaire du the´ore`me 1.1 concernant l’intersection
d’une courbe et des multiples d’un point rationnel.
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Corollaire 1.10. Soit X une courbe lisse, comple`te, ge´ome´triquement connexe de
genre d ≥ 2, non isotriviale, de´finie sur Kp
e
mais pas sur Kp
e+1
. Supposons de plus
que p > 2d+ 1. Soit P ∈ X(K). Alors on a la borne
#(X ∩ (Z · P )) ≤ p · (3p)d · (8d− 2) · (d!) · ce10, ou`
c10 = 2d · q
g−1+p·c9 , et
c9 = p
e ·
(
d
2
· (2g + fX/C) + p
2d
)
+ d · 24d
2
· fX/C.
De´monstration. Il suffit d’observer que Γ = Z · P ve´rifie #Γ/pΓ ≤ p. 
Nous allons suivre le plan suivant. Apre`s l’expose´ de deux re´sultats ante´rieurs
relie´s a` cette question en partie 2, nous de´crirons dans la partie 3 les objets utiles a`
la preuve, notamment le morphisme de Frobenius relatif F , les groupes de Selmer
et les conducteurs de courbes et de varie´te´s abe´liennes. En partie 4 on prouvera
le the´ore`me 1.6, un abc pour les varie´te´s abe´liennes en caracte´ristique p > 0. En
partie 5 on s’inte´ressera a` de´crire les groupes de Selmer locaux dans les cas de
bonne re´duction potentielle et de re´duction semi-abe´lienne potentielle. En partie 6
on montrera comment passer au groupe de Selmer global pour mener a` bien une
F -descente et conclure la preuve. Enfin, la dernie`re partie sera consacre´e a` une
comparaison avec le cas des corps de nombres ou` un re´sultat de comptage a e´te´
obtenu par G. Re´mond.
1.1. Remerciements. Nous remercions D. Vauclair de nous avoir pose´ une ques-
tion qui nous a permis dans la sous-section 3.1 de comple´ter la pre´sentation de la
preuve. Dans la section 3 on remarquera que dans la preuve du re´sultat ante´rieur
[PaPa13, theorem 1.1], on traitait uniquement le cas ou` la jacobienne J est or-
dinaire. L’ordinarite´ de J e´quivaut a` dimFp J [p] = d. Les autres cas se traitent
en fait d’une manie`re similaire (voir sections 3 et 4 du pre´sent texte) et l’e´nonce´
[PaPa13, theorem 1.1] reste vrai tel qu’il est. Nous remercions Felipe Voloch pour
ses commentaires, nous permettant de corriger le corollaire 1.8.
2. Description des re´sultats ante´rieurs
The´ore`me 2.1 (Buium-Voloch). [BuVo96, Theorem] Soit X/K une courbe lisse,
comple`te, ge´ome´triquement connexe de genre d ≥ 2, soit Γ un sous-groupe de J(Ks)
tel que Γ/pΓ est fini. On suppose que X ne soit pas de´finie sur Kp, on a alors
#(X ∩ Γ) ≤ #(Γ/pΓ)(3p)d(8d− 2)(d!).
Notre but est de relaˆcher la condition selon laquelle X n’est pas de´finie sur
Kp, qui est superflue, tout en conservant bien suˆr X non isotriviale car c’est une
hypothe`se ne´cessaire. Le premier re´sultat dans cette direction provient de [PaPa13] :
The´ore`me 2.2 (Pacheco-Pazuki). [PaPa13, Theorem] Soit X/K une courbe lisse,
projective, ge´ome´triquement connexe de´finie sur K et de genre d ≥ 2. On suppose
que X est non isotriviale. On suppose de plus que p > 2d+ 1.
Soit e le plus grand entier naturel tel que X est definie sur Kp
e
mais pas sur
Kp
e+1
, alors
#X(K) ≤ C′BV · C
e
desc, ou`
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C′BV = p
2d·(2g+1)+fX/C · 3d · (8d− 2) · d! et
Cdesc = q
c0 avec c0 = g − 1 + fX/C +
1
2
· pe+1 · d · (2g − 2 + 24d
2
· fX/C).
Notons que ces deux e´nonce´s sont de nature diffe´rente. Le premier concerne des
points alge´briques sur une courbe, il y en a une infinite´. On obtient la finitude
en intersectant avec un sous-groupe de la jacobienne associe´e. Le second compte
des points rationnels sur une courbe, dont on sait qu’ils sont en nombre fini par
le the´ore`me de Samuel. Il y a toutefois un lien entre les deux : pour de´montrer le
the´ore`me 2.2, on commence par spe´cialiser Γ = J(K) ⊂ J(Ks) dans le the´ore`me
2.1, ce qui a pour effet de concentrer la recherche sur les points K-rationnels ; on
fait ensuite fonctionner une F -descente en caracte´ristique p pour lever l’hypothe`se
X non de´finie sur Kp. Le re´sultat pre´sente´ ici ge´ne´ralise donc a` la fois le the´ore`me
2.1 et le the´ore`me 2.2 en adaptant la strate´gie de descente a` la situation ge´ne´rale.
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3. Pre´liminaires
3.1. Noyau de Frobenius. Soit A/K une varie´te´ abe´lienne non constante de
dimension d. Soit Fabs l’automorphisme de Frobenius absolu de´fini sur K et A
(p)/K
la varie´te´ abe´lienne de´finie par le diagramme suivant :
(3.1) A(p) //

A

SpecK
Fabs
// SpecK.
Ce diagramme induit un morphisme de Frobenius relatif (qui est une isoge´nie pure-
ment inse´parable) F : A→ A(p). Il existe une isoge´nie comple´mentaire V : A(p) →
A telle que V ◦F = [p]A et F ◦V = [p]A(p) . Cette isoge´nie V est appele´e le Verschie-
bung. Notons par µp, respectivement par αp le noyau du morphisme de Frobenius
absolu Fabs sur Gm(K), respectivement sur Ga(K). Ce sont des sche´mas en groupes
plats d’ordre p. En tant que sche´ma en groupes le noyau de F est de´crit de la fac¸on
suivante :
(3.2) kerF = µ⊕ap ⊕G,
ou` 0 ≤ a ≤ d est un entier (confer [Mu08, §15]) et G est un sche´ma en groupe de
type local-local. De plus, G admet une se´rie de composition de sche´mas en groupes
G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ G2d−a = 0,
telle que chaque quotient Gi/Gi+1 est isomorphe a` αp. Lorsque a = d et G = 0, la
varie´te´ abe´lienne A est dite ordinaire.
Remarque 3.1. Dans [PaPa13, 3.4.2], la preuve ne traitait implicitement que le
cas ou` on fait cette hypothe`se d’ordinarite´, mais vaut en fait en toute ge´ne´ralite´
comme on va le voir dans la partie suivante.
3.2. Description des groupes de Selmer. (Voir [Ul91, §1].) Soit ϕ : B → A une
isoge´nie entre varie´te´s abe´liennes de´finies sur K. On conside`rera tous les groupes
de cohomologie calcule´s dans le petit site plat Kfl de SpecK. On a donc une suite
exacte de sche´mas en groupes
0→ kerϕ→ B → A→ 0.
Pour toute place v de K, notons par Kv le comple´te´ de K en v. L’image de l’ap-
plication cobord (provenant de la suite de cohomologie longue associe´e a` la suite
courte ante´rieure) δv : A(Kv) → H
1(Kv, kerϕ) est de´finie comme le groupe de
Selmer local SelB(Kv, ϕ). Le groupe de Selmer global SelB(K,ϕ) est de´fini comme
le sous-groupe de H1(K, kerϕ) forme´ des classes ξ telles que ses restrictions locales
ξv tombent dans SelB(Kv, ϕ).
Le groupe de Selmer est relie´ au groupe de Tate-Shafarevich
X(B/K) = ker
(
H1(B,K)→
∏
v∈MK
H1(Kv, B)
)
,
ou` MK de´signe l’ensemble des places de K, de la fac¸on suivante. Notons par ϕX :
X(B/K) → X(A/K) l’application induite par ϕ. On a donc une suite exacte de
groupes
0→ A(K)/ϕ(B(K))→ SelB(K,ϕ)→ kerϕX → 0.
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En pratique SelB(K,ϕ) est fini et effectivement calculable.
Les proprie´te´s suivantes sont prouve´es dans [Ul91, §1] :
• Soit Ov l’anneau de valuation de Kv. Supposons que B et A aient bonne
re´duction en v. Alors la restriction de l’application
(3.3) H1(Ov, kerϕ)→ H
1(Kv, kerϕ)
induit un isomorphisme
(3.4) H1(Ov, kerϕ) ∼= SelB(Kv, ϕ).
• Si Lw est une extension galoisienne finie de Kv de groupe G(w|v) d’ordre
premier a` degϕ (ou` w est une place au-dessus de v), l’application d’inclusion
(3.5) H1(Kv, kerϕ)→ H
1(Lw, kerϕ)
induit un isomorphisme
(3.6) SelB(Kv, ϕ) ∼= SelB(Lw, ϕ)
G(w|v).
• De fac¸on similaire, si L est maintenant une extension galoisienne finie de K
de groupe G(L/K) d’ordre premier a` degϕ, nous avons un isomorphisme
(3.7) SelB(K,ϕ) ∼= SelB(L,ϕ)
G(L/K).
3.3. Diffe´rentielles et diviseurs. Fixons une varie´te´ abe´lienne A/K de dimen-
sion d de´finie surK. Soit φ : A → C le mode`le de Ne´ron de A/K sur C et eA : C → A
sa section neutre. Soit ωA/C = e
∗
A(
∧d
Ω1A/C), c’est un faisceau inversible sur C qui
correspond a` un diviseur D(ωA/C) de C. De´finissons la hauteur diffe´rentielle de A/K
par
hdif(A/K) = deg(ωA/C).
3.4. Conducteur d’une varie´te´ abe´lienne. Soit A/K une varie´te´ abe´lienne de
dimension d, soit v une place de K et Iv un groupe d’inertie en v. Notons par
ℓ 6= p un nombre premier. Soit Tℓ(A) le module de Tate ℓ-adique de A et Vℓ(A) =
Tℓ(A)⊗Qℓ. Soit ǫv = codimVℓ(A)
Iv . Sous l’hypothe`se que p > 2d+1, il n’y pas de
contribution de la ramification sauvage pour le conducteur de A/K (voir [Gr72]),
donc le conducteur de A/K est de´fini par
FA/K =
∑
v∈MK
ǫv · [v] et fA/K = degFA/K .
Remarque 3.2. Soit s¯ le nombre de points ge´ome´triques de C ou` A/K a mauvaise
re´duction. Observons que s¯ ≤ fA/K .
3.5. Conducteur d’une courbe. Soit X/K une courbe lisse, comple`te et ge´ome´-
triquement connexe. Notons par φ : X → C un mode`le de X/K sur C. Pour tout
v ∈ C, notons par Xv,κ¯v la fibre ge´ome´trique de φ en v.
Nous calculons toutes les caracte´ristiques d’Euler-Poincare´ par rapport a` la co-
homologie ℓ-adique. Pour i ∈ {0, 1, 2} notons par δi,X,v le conducteur de Swan de
Hi(XK¯ ,Qℓ) en v (voir [Gr72]). Soit
χ(δX,v) =
2∑
i=0
(−1)i · δi,X,v.
La multiplicite´ en v du conducteur de X/C est donne´e par :
fX/C,v = −χ(XK¯) + χ(Xv,κ¯v ) + χ(δX,v).
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De plus, le conducteur global est de´fini par
fX/C =
∑
v∈C
fX/C,v · deg v.
Rectifions ici une remarque ose´e que l’on trouve dans [PaPa13] : le conducteur
fX/C est le conducteur du mode`le X/C de X/K sur C et n’est donc pas une notion
birationnelle.
4. Un the´ore`me abc pour les varie´te´s abe´liennes en caracte´ristique p
Dans les trois premie`res sous-sections de ce paragraphe, nous supposons que A/K
a partout re´duction semi-abe´lienne. Dans la quatrie`me sous-section, on supprime
cette hypothe`se.
Une autre hypothe`se ne´cessaire, initialement, pour les deux premie`res sous-
sections c’est que l’application de Kodaira-Spencer (associe´e a` la restriction d’un
mode`le de Ne´ron φ : A → C d’une varie´te´ abe´lienneA/K a` l’ouvert U de C ou` A/K a
bonne re´duction) est non nulle. Pour la de´finition de cette application, voir [HiPa15,
(5.13)]. Rappelons juste que cela e´quivaut a` dire que A est de´finie sur K, mais pas
sur Kp. Apre`s avoir obtenu la borne supe´rieure pour la hauteur diffe´rentielle de
A/K, sous cette hypothe`se, on revient au cas ge´ne´ral par un argument associe´ a`
l’application de Frobenius absolue for Spec(K) (voir [HiPa15, §5.5]).
Pour la trosie`me sous-section, l’hypothe`se sur le non annuellement de l’applica-
tion de Kodaira-Spencer n’est pas ne´cessaire.
4.1. Cas re´duction semi-abe´lienne et trace nulle.
The´ore`me 4.1. [HiPa15, Theorem 5.3] Soit A/K une varie´te´ abe´lienne non cons-
tante de dimension d. Supposons que A ait partout re´duction semi-abe´lienne et
que l’application de Kodaira-Spencer associe´e a` son mode`le de Ne´ron φ : :→ C soit
nulle. Supposons aussi que la K/k-trace de A soit nulle et de plus que p > 2d+1. Soit
s¯ le nombre des points ge´ome´triques de C ou` A a mauvaise re´duction. L’ine´galite´
suivante est satisfaite :
hdif(A/K) ≤
d
2
· (2g − 2 + s¯),
et, a fortiori (cf. remarque 3.2),
hdif(A/K) ≤
d
2
· (2g − 2 + fA/K).
Remarque 4.2. Rappelons que la K/k-trace (τ, B) de A consiste d’une varie´te´
abe´lienne B de´finie sur k et d’un homomorphisme de K-varie´te´s abe´liennes τ :
BK → A. Elle satisfait la proprie´te´ universelle que pour n’importe qu’elle autre
varie´te´ abe´lienne C/k et homomorphisme τ ′ : CK → A, cet homomorphisme se
factorise par τ .
4.2. Cas re´duction semi-abe´lienne et trace non nulle. En caracte´ristique
p > 0, le morphisme τ n’est pas ne´cessairement injectif. En effet, il suit du fait que
k est un corps fini que l’extension K/k est re´gulie`re. Donc, ker(τ) est un sche´ma en
groupes connexe, a fortiori infinite´simal (confer [Co06, Theorem 6.12]). Il existe
une K-sous-varie´te´ abe´lienne A1 de A telle que TrK/k(A/A1) = 0. Cette sous-
varie´te´ abe´lienne est dite la sous-varie´te´ abe´lienne maximale de A par rapport a`
10 AMI´LCAR PACHECO AND FABIEN PAZUKI
K/k. L’homomorphisme τ induit une K-isoge´nie τ1 : BK → A1. En particulier, A1
a partout bonne re´duction.
Soit φ : A → C, respectivement φ1 : A1 → C, le mode`le de Ne´ron de A/K
sur C, respectivement de A1/K sur C. Notons BC = B ×k C, nous dirons que BC
est un sche´ma abe´lien iso-constant. L’isoge´nie τ1 s’e´tend en un homomorphisme de
C-sche´mas abe´liens τ˜1 : BC → A1, notons H˜ = ker(τ˜1). Observons que A1 est un
sous-sche´ma abe´lien du sche´ma semi-abe´lien A. On en de´duit une suite exacte de
C-sche´mas en groupes :
(4.1) 0 // H˜ // BC
τ˜1
// A // A/A1 // 0.
Pour tout sche´ma en groupes G lisse et plat sur C de dimension relative γ, soit
eG sa section unite´ et ωG/C = e
∗
G(
∧γ
Ω1G/C). Ce faisceau est inversible sur C et son
degre´ est note´ par deg(ωG/C). La suite exacte (4.1) nous donne un isomorphisme :
(4.2) ωA/C ∼= ωBC/C ⊗ ω(A/A1)/C ⊗ ω
−1
H˜/C
.
(Pour la de´finition du dernier terme voir [De83, §2, p. 36, 2.2 (b)]). D’ou` :
(4.3) deg(ωA/C) = deg(ωBC/C) + deg(ω(A/A1)/C)− deg(ωH˜/C).
Comme BC/C est iso-constant, nous concluons que deg(ωBC/C) = 0.
Il suit maintenant du the´ore`me 4.1 :
(4.4) deg(ω(A/A1)/C) ≤
d− d0
2
· (2g − 2 + s¯).
Soit Dτ˜1 la diffe´rente de τ˜1 de´finie par Raynaud en [Ra85, Proposition 1.4.1, p.
205]. Il montre dans ce texte que ω−1
H˜/C
∼= Dτ˜1 . Donc,
deg(ωA/C) ≤
d− d0
2
· (2g − 2 + s¯) + deg(Dτ˜1).
Remarque 4.3. Il suit du the´ore`me 2.1.1 de [Ra85] que si τ˜∨1 note l’isoge´nie duale
de τ˜1, nous avons l’e´galite´ suivante :
Dτ˜1 · Dτ˜∨1 = (deg(τ˜1)).
En particulier,
deg(Dτ˜1) ≤ deg(τ˜1).
Par ailleurs, d’apre`s [Co06, §6], une fois que k est fini, donc K/k est re´gulie`re,
nous avons que ker(τ˜1) est un sche´ma en groupes connexe d’ordre p
2d0 , ou` d0 =
dim(B) ≤ d = dim(A). En conse´quence,
deg(ω˜A) ≤
d− d0
2
· (2g − 2 + s¯) + p2d.
The´ore`me 4.4. Soit A/K une varie´te´ abe´lienne non constante de dimension d telle
que l’application de Kodaira-Spencer associe´e a` son mode`le de Ne´ron φ : A → C
est nulle. Soit (τ, B) sa K/k-trace et d0 = dim(B). Supposons que A/K ait partout
re´duction semi-abe´lienne et que p > 2d+1. Soit s¯ le nombre de points ge´ome´triques
de C ou` A admet mauvaise re´duction. Alors,
hdif(A/K) ≤
d− d0
2
· (2g − 2 + s¯) + p2d,
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et a fortiori (cf. remarque 3.2),
hdif(A/K) ≤
d− d0
2
· (2g − 2 + fA/K) + p
2d.
En particulier, si TrK/k(A) = 0 nous pouvons effacer le terme p
2d de la borne.
4.3. L’application de Kodaira-Spencer est non nulle. Dans ce cas-la`, on note
par e ≥ 1 le plus grand entier tel que A soit de´finie sur Kp
e
, mais n’est pas de´finie
sur Kp
e+1
. Donc, il existe une varie´te´ abe´lienne Ai de´finie sur K, mais pas sur K
p
(donc, telle que son application de Kodaira-Spencer associe´e est non nulle), telle
que A ∼= A
(pe)
i . Il suit de [HiPa15, Remark 5.13, (5.18)] que
hdif(A/K) = p
e · hdif(Ai/K).
Il suit donc du the´ore`me 4.4 la ge´ne´ralisation suivante.
The´ore`me 4.5. Soit A/K une varie´te´ abe´lienne non constante de dimension d.
Soit (τ, B) sa K/k-trace et d0 = dim(B). Supposons que A/K ait partout re´duction
semi-abe´lienne et que p > 2d+ 1. Soit s¯ le nombre de points ge´ome´triques de C ou`
A admet mauvaise re´duction. Alors,
hdif(A/K) ≤ p
e ·
(
d− d0
2
· (2g − 2 + s¯) + p2d
)
,
et a fortiori (cf. remarque 3.2),
hdif(A/K) ≤ p
e ·
(
d− d0
2
· (2g − 2 + fA/K) + p
2d
)
.
En particulier, si TrK/k(A) = 0 nous pouvons effacer le terme p
2d de la borne.
Remarque 4.6. Observons que le plus grand entier e ≥ 0 tel que X soit de´finie
sur Kp
e
, mais ne soit pas de´finie sur Kp
e+1
, est aussi le plus grand entier tel que sa
varie´te´ jacobienne J soit de´finie sur Kp
e
, mais ne soit pas de´finie sur Kp
e+1
. Donc,
le e qui apparait dans le the´ore`me 4.4, dans le cas ou` A est la varie´te´ jacobienne de
X , est le meˆme que celui de´fini dans la introduction.
4.4. Cas re´duction quelconque et trace quelconque. Soit A/K une varie´te´
abe´lienne de dimension d a` re´ductions quelconques. Soit B = TrK/k(A) de dimen-
sion d0.
Soit ℓ 6= p un premier et L = K(A[ℓ]). Notons par UstA/K l’ensemble des places
v de K telles que A/K n’a pas de re´duction semi-abe´lienne sur v.
4.4.1. Le conducteur de changement de base. Pour toute v ∈ UstA/K , soit w une
place de L au-dessus de v. Soit φ : A → C le mode`le de Ne´ron de A/K sur C.
Notons par eA sa section unite´. Soit Av le mode`le de Ne´ron de AKv sur Ov et Aw
le mode`le de Ne´ron de ALw sur Ow. Notons
Ω(A,w|v) =
H0(Spec(Ov), e
∗
A(
∧d
Ω1Av/Ov ))⊗Ow
H0(Spec(Ow), e∗A(
∧d Ω1Aw/Ow)) .
Cet objet est un Ow-module de longueur finie note´e l(A,w|v). Le conducteur de
changement de base est de´fini par
c(A,w|v) = e(w|v)−1l(A,w|v),
12 AMI´LCAR PACHECO AND FABIEN PAZUKI
ou` e(w|v) note l’indice de ramification de w sur v. Rappelons que la hauteur stable
de A/K est donne´e par la formule
hst(A) = [L : K]
−1hdif(AL/L).
Il suit de la de´monstration de [HiPa15, Lemma 3.4] que
(4.5) hst(A) +
∑
v∈UstA/K
∑
w|v
c(A,w|v) deg(w) = hdif(A/K).
Pour tout v ∈ UstA/K et w|v une place de L, soit B(w|v) = RLw/Kv(ALw ) la
restriction de Weil de ALw a` Kv. Soit D(w|v) la diffe´rente de Lw/Kv et δ(w|v) =
ordw(D(w|v)). Il suit du fait que L/K est une extension galoisienne que Lw/Kv
l’est aussi et on note par G(w|v) son groupe de Galois.
La preuve du lemme suivant est inspire´e d’un re´sultat similaire sur les corps de
nombres communique´e par Huajun Lu.
Lemme 4.7. Avec les notations pre´ce´dentes on a
c(A,w|v) ≤ c(B(w|v), w|v) ≤ δ(w|v) · d.
De´monstration. Soit K¯v une cloˆture alge´brique de Kv. Fixons une copie isomorphe
F de Lw a` travers un Kv-plongement de Lw dans K¯v. Observons que toute autre
image de Lw dans K¯v par un Kv-plongement est isomorphe a` F . On conside`re de
cette fac¸on des Kv-plongements diffe´rents de Lw dans F .
Soit Λ l’ensemble des Kv-plongements de Lw dans F . Pour tout λ ∈ Λ, soient
AF,λ = AKv ×(λ,F ) F et
B =
∏
λ∈Λ
AF,λ.
Cette de´composition implique une de´composition d’alge`bres de Lie :
Lie(B) =
⊕
λ∈Λ
Lie(AF,λ).
Par la fonctorialite´ des alge`bres de Lie et des restrictions de Weil nous avons des
isomorphismes :
Lie(B) ∼= Lie(B(w|v)) ⊗Kv F
∼= Lie(ALw )⊗Lw F.
Donc, il existe un isomorphisme :
Ψ : Lie(ALw)⊗Lw F −→
⊕
λ∈Λ
Lie(AF,λ)
de´fini par t⊗x 7→ (x ·λ∗(t))λ, ou` t ∈ Lie(ALw), x ∈ F et λ∗ : Lie(ALw)→ Lie(AF,λ)
induit par le plongement λ.
Soit OF l’anneau des entiers de F . Notons B(w|v) le mode`le de Ne´ron de B(w|v)
sur Ov et B le mode`le de Ne´ron de B sur OF . Pour tout λ ∈ Λ, notons Aw,F,λ =
Aw×Ow,λOF . La de´composition ante´rieure deB nous donne une autre de´composition
B =
∏
λ∈Λ
Aw,F,λ.
D’ou` une de´composition d’alge`bres de Lie :
Lie(B) =
⊕
λ∈Λ
Lie(Aw,F,λ).
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Par la proprie´te´ universelle du mode`le de Ne´ron, nous avons un morphisme :
Φ : B(w|v)×Ov OF → B,
et en conse´quence une application d’alge`bres de Lie :
Lie(Φ) : Lie(B(w|v)) ⊗Ov OF → Lie(B).
On identifie Lie(Φ) a` la version entie`re suivante de Ψ :
Ψ′ : Lie(Aw)⊗Ow OF →
⊕
λ∈Λ
Lie(Aw,F,λ).
Observons qu’on identifie Λ au groupe de Galois G(w|v). D’apre`s [LiuLu13, Propo-
sition 3.3] le conoyau de Ψ′ est annule´ par la diffe´rente D(w|v). Alors,
c(B(w|v), w|v) = e(w|v)−1 · longueur(coker(Ψ′)) ≤
e(w|v)−1 ·#G(w|v) · d · longueur(D(w|v)) ≤ δ(w|v) · d.
Pour tout λ ∈ Λ, soit pλ : B→ AF,λ la projection sur la λ-ie`me composante. La
somme P =
∑
λ∈Λ pλ est G(w|v)-invariante. Donc, elle nous donne un morphisme
P : B(w|v)→ AKv de´fini sur Kv. Ce morphisme nous donne des morphismes pour
les alge`bres de Lie des mode`les de Ne´ron comme suit :
Lie(B(w|v)) ⊗Ov OF //
Ψ′A

Lie(Av)⊗Ov OF
Ψ′B

Lie(B)
P∗
// Lie(Aw).
L’application P ∗ est de´finie par
P ∗((xλ)λ) =
∑
λ∈Λ
xλ,
pour tout (xλ)λ ∈
⊕
λ∈Λ Lie(Aw,F,λ). On en conclut que P
∗ est surjective. En
conse´quence,
coker(Ψ′B)→ coker(Ψ
′
A)
est aussi surjective. Donc,
longueur(coker(Ψ′A)) ≤ longueur(coker(Ψ
′
B)),
d’ou` c(A,w|v) ≤ c(B(w|v), w|v). 
Par un the´ore`me classique duˆ a` Dedekind (voir [Ne99, Chapter III, Theorem
2.6]), nous avons l’e´galite´ suivante :
(4.6) δ(w|v) = e(w|v) − 1 + Sw(w|v),
ou` Sw(w|v) ≥ 0 est un entier qui mesure de la partie sauvage de D(w|v), que l’on
note de cette fac¸on pour se souvenir du conducteur de Swan d’une repre´sentation
ge´ome´trique. En effet, de fac¸on plus ge´ome´trique, si L correspond a` un reveˆtement
fini galoisien X de C (aussi de´fini sur k), alors
Sw(w|v) = longueur(Ω1X/C,w)− (e(w|v)− 1).
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Dans notre cas particulier, si p > 2d + 1, l’extension L/K est mode´re´ment ra-
mifie´e, donc Sw(w|v) = 0. En particulier, par (4.5), (4.6) et lemme 4.7, nous obte-
nons :
(4.7) hdif(A/K) < hst(A) + d ·
∑
v∈UstA/K
∑
w|v
e(w|v)f(w|v) deg(v),
ou` f(w|v) note le degre´ d’inertie de w sur v.
D’autre part, par la formule de Riemann-Hurwitz et le the´ore`me 4.4, nous obte-
nons que :
(4.8) hst(A) ≤ p
e
(
d− d0
2
· (2g − 2 + s¯) + p2d
)
.
Donc, par (4.7) et (4.8), nous concluons que :
(4.9) hdif(A/K) < p
e
(
d− d0
2
· (2g − 2 + s¯) + p2d
)
+ d · [L : K] · s¯.
Nous pouvons choisir ℓ = 2 (car p > 2d + 1, en particulier p 6= 2) et borner
[L : K] ≤ 24d
2
. Nous avons donc prouve´ le the´ore`me 1.6.
5. Re´sultats locaux
5.1. Bonne re´duction potentielle. Supposons que J ait bonne re´duction po-
tentielle en une place v de K, i.e. il existe une extension finie Lw de Kv telle que
JLw = J×Kv Lw ait bonne re´duction. Apre`s une extension de Lw, on peut supposer
que Lw/Kv soit galoisienne de groupe G(w|v) d’ordre premier a` p.
5.1.1. Rappel sur les sche´mas en groupes plats d’ordre p. Soit Y un sche´ma en
caracte´ristique p. La donne´e d’un sche´ma en groupes plat NLa,b d’ordre p sur Y
e´quivaut a` la donne´e d’un triplet (L, a, b), ou` L est un faisceau inversible sur Y ,
a ∈ H0(Y,L⊗p−1) et b ∈ H0(Y,L⊗1−p) tels que a ⊗ b = 0. Le cas ou` a = b = 0
correspond a` αp, le cas ou` a = 1 et b = 0 a` Z/pZ et le cas a = 0 et b = 1 a` µp
(confer [Mi86, chapter III, 0.9]).
5.1.2. Filtrations. Pour tout entier i ≥ 0, de´finissons
U
[i]
Kv
= {f¯ ∈ K∗v/K
∗p
v | ordv(1− f) ≥ i}.
Les U
[i]
Kv
forment une filtration de´croissante exhaustive du groupe compactK∗v/K
∗p
v
par sous-groupes d’indice fini avec (K∗v/K
∗p
v )/U
[0]
Kv
∼= Z/pZ (de fac¸on canonique),
et U
[i]
Kv
/U
[i+1]
Kv
∼= k (de fac¸on non canonique, si p ∤ i), et U
[pi]
Kv
/U
[pi+1]
Kv
∼= {1}.
5.1.3. Groupes de Selmer. Soit OLw l’anneau de valuation local de Lw. Notons par
ordw(·) la valuation associe´e a` OLw . Soit nw = −ordw(D(ωJ /C)), ou` J → C est le
mode`le de Ne´ron de J/K sur C. Par les proprie´te´s (3.2) et (3.4) du Frobenius et
des groupes de Selmer et par les calculs locaux de [Mi86, III.7.5], il vient
SelJLw (Lw, F )
∼= H1(OLw , ker(F ))
∼= H1(OLw , µp)
⊕a ⊕H1(OLw , G)
∼= (U
[pnw]
Lw
)⊕a ⊕ (OLw/O
p
Lw
)
⊕(2d−a)
sd ,
ou` le dernier produit est un produit semi-direct de 2d − a copies de OLw/O
p
Lw
.
Maintenant, il suffit de prendre les invariants par le groupe G(w|v) et obtenir
(5.1) SelJ(Kv, F ) ∼= SelJLw (Lw, F )
G(w|v) ∼= (U
[iv ]
Kv
)⊕a ⊕ (OKv/O
p
Kv
)
⊕(2d−a)
sd ,
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ou` le dernier produit est un produit semi-direct de 2d − a copies de OKv/O
p
Kv
et
iv = −p · ordv(D(ωJ /C)).
5.2. Re´duction semi-abe´lienne potentielle. Rappelons d’abord ce qu’est l’uni-
formisation de Raynaud. Soit Lw une extension finie et galoisienne de Kv de groupe
G d’ordre premier a` p ou` J a re´duction semi-abe´lienne de´ploye´e. Cela veut dire qu’il
existe une varie´te´ semi-abe´lienne G de´finie sur Lw et un re´seau Λ ⊂ G(Lw) tel que
J(Lw) ∼= G(Lw)/Λ
dans le cadre de la ge´ome´trie rigide (voir [FrVP04, chapter 6]). Rappelons que G
est de´finie par la suite exacte :
0→ Gtm(Lw)→ G→ B → 0,
ou` d = dim J = dimG = t+ dimB.
La construction de la partie 3.1 de changement de base par l’automorphisme de
Frobenius nous donne encore une autre varie´te´ semi-abe´lienne G(p) de´finie sur Lw
et un re´seau Λ(p) (dont les ge´ne´rateurs sont obtenus en prenant la puissance p-ie`me
des ge´ne´rateurs de Λ). Dans cette situation on a un isomorphisme rigide
J (p)(Lw) ∼= G
(p)(Lw)/Λ
(p).
Conside´rons les applications
Gtm(Lw)/Λ
(p) → G(p)(Lw)/Λ
(p) ∼= J (p)(Lw)→ H
1(Lw, kerF ),
dont la compose´e est surjective et la premie`re application est injective. Par conven-
tion la classe 0¯ se rele`ve en la classe 1¯. En particulier, nous obtenons que
SelJLw (Lw, F )
∼= H1(Lw, ker(F )) ∼= H
1(Lw, µp)
⊕a ⊕H1(Lw, G)
∼= (L∗w/L
∗p
w )
⊕a ⊕ (Lw/L
p
w)
⊕(2d−a)
sd ,
ou` le dernier produit est un produit semi-direct de 2d − a copies de Lw/L
p
w. A
fortiori, en prenant les invariants par G(w|v),
(5.2) SelJ(Kv, F ) ∼= (K
∗
v/K
∗p
v )
⊕a ⊕ (Kv/K
p
v )
⊕(2d−a)
sd .
6. Re´sultats globaux
6.1. Calcul du groupe de Selmer. On note M l’ensemble des places de K ou`
J a mauvaise re´duction potentielle et B l’ensemble des places de K ou` J a bonne
re´duction potentielle. Soit
D =
∑
v∈M
[v]−
∑
v∈B
iv · [v] ∈ Div C,
ou` iv = −p · ordv(D(ωJ /C)). Soit s¯ le nombre de points ge´ome´triques de C ou` J a
mauvaise re´duction. Observons que par la de´finition du diviseur diffe´rentiel, on a
0 < degD ≤ s¯+ p · hdif(J/K).
Nous disposons de plus d’un ope´rateur 1/p-line´aire, appele´ ope´rateur de Cartier
et note´ C , qui agit sur les diffe´rentielles Ω1K de K (voir [Se56]). Les diffe´rentielles
fixe´es par C sont les diffe´rentielles logarithmiques df/f pour f ∈ K∗.
Les deux re´sultats locaux (5.1) et (5.2) de la section 4 nous permettent de for-
muler le the´ore`me suivant, dont la de´monstration se re´duit aux cas locaux de´ja`
traite´s.
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The´ore`me 6.1. Nous avons un isomorphisme
(6.1) SelJ (K,F ) ∼= (H
0(C,Ω1C(D))
C )⊕a ⊕ (H0(C,Ω1C(D))
C=0)⊕(2d−a).
De´monstration. Nous avons une application injective K∗/K∗p →֒ Ω1K de´finie par
f¯ 7→ df/f . L’image de cette application est exactement l’ensemble des diffe´rentielles
qui sont fixe´es par l’ope´rateur de Cartier C .
D’autre part, nous avons aussi une applications injective K/Kp →֒ Ω1K de´finie
par f¯ 7→ df et dont l’image c’est le noyau de C .
Par (5.2), pour toute place v de K, un e´le´ment ξ ∈ Sel(Kv, F ) est repre´sente´ par
un 2d-uplet (ξ1,v, · · · , ξ2d,v), ou` les premie`res a coordonne´es sont des classes dans
K∗v/K
∗p
v , et les dernie`res 2d− a coordonne´es sont des classes dans Kv/K
p
v .
Pour tout v ∈ B et 1 ≤ i ≤ a, pour que ξ ∈ Sel(Kv, F ) il faut et il suffit que
ordv(dfi/fi) ≥ iv, ou` ξi = f¯i. Pour a + 1 ≤ i ≤ 2d, la classe ξ = f¯i appartient au
groupe de Selmer local si et seulement si ordv(dfi) ≥ 0. Ceci suffit pour obtenir le
re´sultat. 
Corollaire 6.2. Nous avons une application injective
Sel(K,F ) →֒ H0(C,Ω1C(D))
⊕2d,
et, a fortiori,
(6.2) #Sel(K,F ) ≤ 2d · qg−1+s¯+p·hdif(J/K).
6.2. Application du the´ore`me abc aux groupes de Selmer.
Corollaire 6.3.
#Sel(K,F ) < c3 = 2d · q
g−1+p·c2 , ou`
c2 = p
e ·
(
d
2
· (2g − 2 + fX/C) + p
2d
)
+ d · 24d
2
· fX/C.
De´monstration. En posant,
(6.3) c0 = p
e ·
(
d
2
· (2g − 2 + s¯) + p2d
)
+ d · 24d
2
· s¯,
en appliquant (6.2) et en bornant hdif(J/K) comme dans le the´ore`me 1.6, nous
arrivons a` l’ine´galite´ :
#Sel(K,F ) < c1 = 2d · q
g−1+s¯+p·c0 .
Finalement, comme
s¯ ≤ fJ/K ≤ fX/C,
(voir [PaPa13, Proposition 2.8]), nous en concluons la preuve du corollaire. 
7. F -descente
On de´montre dans cette partie l’e´nonce´ principal. A partir d’ici, on va avoir
besoin d’un corps de rationalite´ des points de X ∩ Γ. On de´finit donc :
De´finition 7.1. Soit EΓ la plus petite extension alge´brique de K telle que les
points de X ∩ Γ soient de´finis sur EΓ. On notera JΓ = J ×K EΓ.
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De´monstration du the´ore`me 1.1. Supposons d’abord que X soit de´finie sur Kp,
mais qu’elle ne soit pas de´finie sur Kp
2
. Il existe donc une courbe lisse, comple`te
et ge´ome´triquement connexe X1 qui est de´finie sur K, mais qui n’est pas de´finie
sur Kp et telle que X
(p)
1
∼= X . Notons par F : X1 → X le Frobenius relatif de X1.
De fac¸on similaire, si J1 est la varie´te´ jacobienne de X1, nous avons J
(p)
1
∼= J et le
morphisme de Frobenius relatif de J1 est F : J1 → J .
Soit Γ1 un sous-groupe de F
−1(Γ). Observons qu’il est un sous-groupe de J1(Ks)
tel que Γ1/pΓ1 soit fini de cardinal au plus #Γ/pΓ. Par [BuVo96] on a la borne
#(X1 ∩ Γ1) ≤ #(Γ/pΓ) · (3p)
d · (8d− 2) · d!.
Par construction, l’extension alge´brique minimale EΓ de K telle que les points de
X ∩ Γ sont de´finis sur EΓ, est aussi l’extension alge´brique minimale de K telle que
les points de X1∩Γ1 sont de´finis sur EΓ. De plus, comme X1∩Γ1 est fini, l’extension
EΓ/K est aussi finie. Notons par gΓ son genre. Si H est un sous-groupe d’indice
fini d’un groupe G, notons par (G : H) l’indice de H dans G. Observons que nous
avons les ine´galite´s :
(#X ∩ Γ)/(#F (X1 ∩ Γ1)) ≤ (#X(EΓ))/#(F (X1(EΓ))) ≤
(J(EΓ) : F (J1(EΓ))) ≤ #SelJΓ(EΓ, F ).
Soit ǫ ≥ 0 le plus grand entier tel que X soit de´finie sur Ep
ǫ
Γ , mais X ne soit pas
de´finie sur Ep
ǫ+1
Γ . Nous avons l’ine´galite´ ǫ ≤ e.
Soit CΓ la courbe lisse ge´ome´triquement connexe et comple`te de´finie sur k de
genre gΓ telle que k(CΓ) = EΓ. Soit s¯Γ le nombre de points ge´ome´triques de CΓ ou`
JΓ = J ×K EΓ a mauvaise re´duction. Observons que nous avons les ine´galite´s
(7.1) s¯Γ ≤ fJΓ/EΓ ≤ [EΓ : K] · fJ/K ≤ [EΓ : K] · fX/C
La deuxie`me ine´galite´ suit de [Pa05, Proposition 3.7]. La troisie`me ine´galite´ suit de
[PaPa13, Proposition 2.8]. Par la de´monstration du corollaire 6.3, on doit remplacer
c0 par :
c4 = p
e ·
(
d
2
· (2gΓ − 2 + s¯Γ) + p
2d
)
+ d · 24d
2
· s¯Γ.
En employant (7.1), on obtient la majoration suivante :
c4 ≤ c5 = [EΓ : K] ·
(
pe ·
(
d
2
· (2gΓ + fX/C) + p
2d
)
+ d · 24d
2
· fX/C
)
.
On conclut par le corollaire 6.3 que :
(7.2) #Sel(EΓ, F ) < c6 = 2d · q
gΓ−1+p·c5 .
Donc,
#(X ∩ Γ) ≤ CBV · c6.
Maintenant si X est de´finie sur Kp
2
, mais n’est pas de´finie sur Kp
3
, comme
auparavant nous avons deux courbes X1 et X2 telles que
X2
F
−→ X1 = X
(p)
2
F
−→ X = X
(p)
1 = X
(p2)
2 .
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Notons par J2 la varie´te´ jacobienne de X2. Dans ce cas nous avons les ine´galite´s
suivantes :
#(X1 ∩ Γ1) ≤ #(X2 ∩ Γ2) · (J1(EΓ) : F (J2(EΓ)))
≤ #(X2 ∩ Γ2) ·#Sel(J1)EΓ (EΓ, F )
#(X ∩ Γ) ≤ #(X1 ∩ Γ1) · (J(EΓ) : F (J1(EΓ)))
≤ #(X2 ∩ Γ2) · (#SelJEΓ (EΓ, F ))
2.
Dans la premie`re ine´galite´, nous employons le fait que le morphisme F est purement
inse´parable, donc EΓ reste la plus petite extension finie de K telle que X2 ∩ Γ2 est
de´fini sur EΓ. Comme auparavant, on prend un sous-groupe Γ2 de F
−1(Γ1), ou` F
de´signe l’isoge´nie F : J2 → J1. Le seul terme dans les majorants qui de´pend des
varie´te´s jacobiennes, c’est leur conducteur. Mais ces varie´te´s, en tant que varie´te´s
abe´liennes, sont isoge`nes, donc leurs conducteurs co¨ıncident. D’ou`
#(X ∩ Γ) ≤ CBV · c
2
6.
Maintenant, une induction assez facile nous montre le the´ore`me (pour un argument
similaire, voire la de´monstration de [PaPa13, lemma 3.3]). 
Remarque 7.2. Si l’extension EΓ/K est mode´rement ramifie´e, on peut remplacer
c5 par :
c5,t = [EΓ : K] ·
(
pe ·
(
d
2
· (2g − 1 + fX/C) + p
2d
)
+ d · 24d
2
)
,
et c6 par :
c6,t = 2d · q
c7,t+p·c5,t , ou` c7,t = [EΓ : K] · (2g − 1).
Dans ce cas la borne supe´rieure pour le cardinal de X ∩ Γ ne de´pend plus de gΓ,
mais juste de [EΓ : K].
Remarque 7.3. Pour retrouver en corollaire le re´sultat de [PaPa13] il suffit de
spe´cialiser le groupe Γ = J(K). On trouve alors bien suˆr [EΓ : K] = 1.
8. Comparaison avec le cas des corps de nombres
Lorsqu’on s’inte´resse au cas des corps de nombres, on dispose d’un e´nonce´ ge´ne´ral
duˆ a` Re´mond.
The´ore`me 8.1 (Re´mond). [Re´m00, The´ore`me 1.2] Soient A une varie´te´ abe´lienne
sur Q de dimension d et L un faisceau syme´trique et ample sur A. Soient X un sous-
sche´ma ferme´ de A de dimension m et Γ un sous-groupe de rang r ∈ N de A(Q). Il
existe une constante c(A,L) > 0 (de´pendant de la hauteur de A), un entier naturel
S, des e´le´ments x1, ..., xS de X(Q)∩Γ et des sous-varie´te´s abe´liennes B1, ..., BS de
A de sorte que xi +Bi ⊂ X si 1 ≤ i ≤ S et
X(Q) ∩ Γ =
S⋃
i=1
(xi +Bi)(Q) ∩ Γ,
avec
S ≤ (c(A,L) · degLX)
(r+1)d5(m+1)
2
.
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Si on spe´cialise dans le cas des courbes X de genre d ≥ 2 on a m = 1 et les Bi
sont toutes triviales car X n’est pas une courbe elliptique. Notons par J la varie´te´
jacobienne de X . On obtient ainsi
S ≤ (c1(J,L))
(r+1)d20 ,
ou` c1(J,L) de´pend de manie`re polynomiale de la hauteur de la varie´te´ J , comme
explicite´ dans l’article [DaPh02] page 641 par les the´ore`mes 1.3 et 1.4.
Comparons ce re´sultat avec la situation ou` K est un corps de fonctions en une
variable sur un corps fini et Γ un groupe de rang fini r. Alors le groupe quotient
Γ/pΓ est en particulier de cardinal fini et on gagne de plus un controˆle plus explicite
sur son cardinal #(Γ/pΓ). En effet ce nombre est au plus e´gal a` pr+d, ou` d ≥ 2 est
le genre de X . Dans le cas des corps de fonctions, la borne ne de´pend donc pas de
la hauteur de la varie´te´ jacobienne, mais uniquement du conducteur de la courbe
et des invariants classiques que sont les degre´s de corps, genres de courbes et degre´
d’inse´parabilite´.
La de´pendance en la hauteur diffe´rentielle de J surgit pourtant dans la preuve
au niveau de la borne lorsqu’on veut conside´rer des courbes X qui peuvent eˆtre
de´finies sur Kp
e
pour un entier e ≥ 1. Dans ce cas la` le re´sultat [HiPa15, Theorem
5.3] nous permet de la remplacer par le conducteur de J/K et d’apre`s [PaPa13,
Proposition 2.8] ce nombre est au plus le conducteur d’un mode`le X/C de X/K sur
C.
Un point important cependant : la borne de Re´mond ne fait pas intervenir le
corps de rationalite´ des points d’intersection, elle est donc plus fine en ce sens.
Si on se concentre sur le cas Γ = J(K), ou`K est un corps de nombres, on s’attend
en fait a` un re´sultat plus fort. La conjecture suivante, dont on peut trouver une
justification dans l’article [deDi97] va dans ce sens.
Conjecture 8.2. Soit d ≥ 2 et D ≥ 1 deux entiers naturels. Alors il existe une
constante c(d,D) > 0 telle que pour tout corps de nombres K de degre´ D, pour
toute courbe X/K de genre d ≥ 2, on a la majoration suivante
#X(K) ≤ c(d,D)1+rang(J(K)).
Il n’y aurait alors plus de de´pendance en la hauteur de la jacobienne. On trouvera
dans [Paz13] une telle borne de´montre´e pour une famille de courbes de genre 2
ayant potentiellement bonne re´duction partout. La de´pendance en le rang de la
jacobienne peut au besoin eˆtre troque´e contre une de´pendance en le conducteur
de la jacobienne (ou meˆme de la courbe sous-jacente) en utilisant par exemple le
the´ore`me 5.1 de [Re´m10] page 775 qui majore le rang d’une varie´te´ abe´lienne par
son conducteur.
Notons qu’il existe une conjecture plus audacieuse sur l’existence d’une borne
sur le nombre de points rationnels #X(K) dans laquelle le rang de la jacobienne
de X n’est plus pre´sent dans le majorant, voir a` ce sujet l’article [CaHaMa97].
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